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При расчете электродинамических усилий, действующих на лобо­
вую часть обмотки, последнюю, с целью упрощения методики расчета, 
удобно подразделить на отдельные характерные участки. При этом наи­
большие трудности представляет определение усилий между проводни­
ками криволинейных участков. Трудности расчета дополнительно воз­
растают при учете влияния окружающих ферромагнитных поверхностей. 
В настоящей статье, являющейся (продолжением [1], решается пока пер­
вая часть задачи — расчет электродинамических усилий между криво­
линейными проводниками лобовой части без учета влияния окружаю­
щих поверхностей.
Для решения поставленной задачи рассмотрим предварительно рас­
чет усилий на примере двух проводников, расположенных в параллель­
ных плоскостях на расстоянии h друг от друга (рис. 1). По своей форме 
проводники 1 и 2 представляют дуги радиусов Ri и R2 с центральными 
углами, соответственно равными ф и ß и расположенными симметрично 
относительно оси X. По проводникам протекают токи одинаковой вели­
чины.
При определении динамических усилий, действующих на провод­
ник, необходимо знать величину магнитного поля, в котором находится 
этот проводник. Характер расчета магнитного поля двух проводников 
зависит от геометрических размеров проводников и их взаимного рас­
положения. Если расстояние между проводниками существенно (в три- 
четыре раза) превышает размеры их поперечного сечения, то величина 
взаимоиндуктивности между проводниками незначительно отличается от 
взаимоиндуктивности между их геометрическими осями [2]. В этом слу­
чае можно пренебречь сечением проводников, то есть считать, что токи 
іекут по их геометрическим осям. Если же расстояние между проводни­
ками невелико по сравнению с размерами их поперечного сечения, то 
расчет существенно усложняется. В этом случае поле, создаваемое близ­
лежащими проводниками, может быть представлено как сумма полей 
элементарных нитей, на которые разбиваются проводники.
Так как в рассматриваемом случае основное внимание уделяется 
исследованию влияния кривизны проводника на величину усилий, то по­
перечные размеры проводников принимаются небольшими по сравне­
нию с расстоянием между ними.
Элементарную силу, действующую на элемент dli, проводника 1, по 
которому протекает ток і, можно выразить векторным произведением
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  A
dF =  i(B d Z1 ) =  IBdZ1Sin(BdZ1), (I)
где
i — ток в проводнике 1.
В — индукция в точке М.
Для случая, когда проводники расположены в воздухе, наиболее 
удобным путем для определения магнитного поля является закон Био— 
Савара-Лапласа. Этот закон позволяет выразить составляющую на­
пряженности магнитного поля в данной точке M от элемента dl2 второ­
го проводника, по которому протекает ток і
d H =  'з (dl2 Х О .  (2)
где г — луч от элемента dl2 до элемента dli.
После некоторых преобразований выражение (2) может быть записано 
в несколько измененном виде
Й Н  =  і А X 4 - , (3)dZ2
где dy — элементарный угол между лучами, идущими из точки M к 
концам элемента dl2,
<1 I. J 1 единичный вектор в направлении dH.
d l 2 г
С другой стороны, элементарная площадь в полярных координатах
d S  =  - L -  P2 d Т. ( 4 )
Если эту площадь представить как вектор, имеющий направление 
dH, то при р =  —  - будем иметь
V  Г
d S  = +  A t j . d h  х  Л  
2  M d / ,  г
(5)
Из сравнения выражений (3) и (5) следует, что
dH -  2i dS. (6)
Таким образом, для определения напряженности магнитного поля необ­
ходимо найти поверхность S, очерченную радиусом-вектором р = — =
У г
в пределах угла у ,[3].
Поскольку dS величина векторная, то она может быть разложена по 
координатным осям
причем
dS =  dS X+ d S y +  d S z,
d S x — d S y Z,
d S y  — d S xz, 
d S z =  d S Xy,
Такое разложение дает возможность определять составляющие Hx, Hyi 
Hz напряженности магнитного поля в любой точке пространства, со­
здаваемой проводником любой формы.
Используя данный метод, определим составляющие напряженности 
магнитного поля Hx и Hz, создаваемые проводником 2 в некоторой 
точке M проводника 1 (рис.1).
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P сч ету  уси ли и  м е ж д у  д в у м я  к р и в о л и н ей н ы м и  
Р а д и у с - в е к т о р  п р и  н е к о т о р о м  у г л е  а  о т  э л е м е н т а  ,
Тогда Г’ =  ['7іТ:Гр7 £~ Р ^ ^ Г Г ? 7 о / 7 .
1
П р о е к ц и и  р а  н а  п л о с к о с т и  V O Z  и
п р о во д н и к ам и  
ІІ2 д о  т очки  М .
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л
P a VZ =  p a C O S ( p a p a v z )  =
A
P aX y  p a  c o s ( p a p a x y )
h2 +  (R 3 sinco-]—Б?. 2sin (a — to)2 
h2 +  R i2+  I R , 2 — 2R ,R 2Cosa 
R 12 +  R22 — 2 R 1 R2 cosa
h 2 - f  R , 2 +  R >“ — 2R ,R2Cosa
(7)
Рассматривая точки Mxy и Mzy как полюсы полярных координат, во­
круг которых вращаются соответственно радиусы-векторы раХу и payz , а 
линии OMxy и 'MyMzy — как линии отсчета значений угла у, суммар­
ные площади Sxy и Syz выразятся
S — ^ь Ху -  2
Tlxy Т2ху
P “axy * d Txy 4  2 ~  J P2D2 • ГІ 1Yг аху u  іху-
о
Tlyz T2yz
1 Г 2 i , 1 Г  2 і (8)
’yz —  2  I P  ay zd T \z  +  2  I P ayz 7yz
O O
Из выражений (7) .видно, что р«Ху и payz являются функциями
угла а, поэтому при интегрировании выражений (8) необходимо углы
Yxy и Yyz выразить через а.
Из рис. 1 получаем:
i R 2- —  R i  R 2 o s  a
d Txy = Rr+R-2 — 2 R1 R 2C osa  
R2hcos(a — со)
da,
z h‘2 4- [ R 1Sinco +  R2s in (a— со)]2 
Используя выражения (7) и (9), получим:
-  d a .
I 4,
2 +(0
■ху I (R22-  R,R2cosa)d((h2+ R / + R / ^ R 1R2Cosa )¾ +
(9)
+
I
(R22 — R I R2cosa)da 
(ho+ R / + R 2 2 -  2R ,R 2cosa)3b
( 10)
S  =^ y z  2
2 -f w
r R 2h  COS ( a  —  co)da
( h r +  R J d - R 22 — 2 R ,  R2COsa) /2
JL
2
f  I
0
R2hcos(a — o))d(
(h2+  R12 +  R 22 -  2 R 1R 2C O sa )+
Полученные интегралы не сводятся к элементарным функциям и 
носят названия эллиптических интегралов. Всякий эллиптический ин-
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т е г р а л  может быть представлен как линейная комбинация элементар­
н ы х  функций и интегралов I-го, 2-го и 3-го родов в нормальной форме 
Лежандра.
В результате подстановки а =  л—2ф полученные интегралы могут 
б ы т ь  сведены к нормальной форме. После интегрирования и преобра­
з о в а н и й  получим в окончательном виде:
S =  _____ _____^ .
Ху 2 / h 2 +  (R 1 +  R2)2 2 K<K> + ( w r - 2L - l ) X
X
M - L + 1 0 )
2 Е ( K ) - E l  +  i ,  к  l - E ) , к +
V
K2 Sinl — +  « ) к 2 S inf Р Cl)
2  | /  ! -  k W  ( - J -  +  + )  2  , _  Ki c o s s ( - g  § - )
(1)
, К ( 11)
yz
2 R 1H h 2 +  (Ri H- R2)2 
ß
■TZ —
2  •
О)
, К
“TC — I cÿ— — wj I 0 2
+  F  \  —    > x  | - 2 K ( k )  + 2 ^ r , V  2  E ( X )  -
l - j  +  “ ( I - » )
, K
+
K“ Sinl + j-  +  U)
/
I — K2COS
+
p /  I —  K2COS21 ^
г д е
2 . I PK“ S m '( - S - . )
2 j /  ! - K 2coS2( - |  J-) y _
COSU) +
I
( 4 - t ) / I —  K2COS2 ( + — I— 2“
S in  ü)
K (к) и E ( к ) — полные эллиптические интегралы соответственно
-го и 2-го рода,
F l , к / —неполный эллиптический интеграл 1-го рода,
TC _ I -L + ш
El у L , к / —неполный эллиптический интеграл 2-го рода,
3. З а к . 4 3 7 9 . 33
к- :==
V2
4RiR2
h2 +  (R1+  R2)2 основной модуль эллиптических интегралов:
1 - к 2= h2 +  (R2 -  R1)21 ) , / t-, , 0 ч9 дополнительный модуль эллиптичес- 
п +  O i  : K 2;
ких интегралов.
По модулю эллиптических интегралов и пределам интегрирования 
значения эллиптических интегралов могут быть найдены в справочной 
литературе [5].
Таким образом, зная величины S x V h S Уг, можно определить со­
ставляющие напряженности Hz и Hx магнитного поля в точке М, созда­
ваемого током і, протекающим по проводнику 2.
Hx =  2iSyz,
Hz =  2iSxy. (12)
Используя выражения (1) и (12), можно найти аксиальную и ра­
диальную силы, действующие на проводник I. В системе СИ элементар­
ные силы, действующие на элемент dlb при взаимодействии его со всем 
проводником 2: 
аксиальная
CiFaJ2 =  10_7i2Syz2R 1 cost«dto =  IO-7F dcal2, (н) (13)
радиальная
dFp12 =  1 0 -7і25ху2І?Щсо IO-7Fdcpl2 (н).
Из (13) следует, что множитель Ю“7і2 этих выражений зависит 
только от величины токов, а оставшиеся множители dcai2 и dcpi2 зави­
сят только от взаимного геометрического расположения элемента dlі 
и проводника 2. Назовем их аксиальным и радиальным приращением 
геометрического коэффициента контура, которые имеют следующий 
вид:
dCo 1 9 =
-  E
+  -
V
К- S i n
l t w I f  +  - 2 у  • -  « М *  -  і
I I sin O)
У I -  « = c o s > ( i  -  + ) | /  I — K2COS2 I:i+d
COSO)
CO S to
(14)
dC pia —  "
R 1
V  h2+  (Ri +  R2)2 _
2К(к) + R 2 K 2
2 R ]K '- 2к'2
- I  /  2Е(к)
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CO
2 • ( 9  , \K i  Sinl- g -  -+- w
] / 1 -  1Ч т  + т )
-  F
CO
— , к / — F
Для нахождения суммарных аксиальной и радиальной сил, дейст­
вующих на проводник 1, необходимо выражения (13) проинтегрировать
ср ср
по углу со, изменяющемуся от — до +  — . Интегрирование таких
выражений представляет известные трудности. Однако построив кривые 
распределения удельных аксиальных и радиальных нагрузок вдоль про­
водника 1 по выражениям (13) как функцию угла со, оказывается воз­
можным заменить выражения (13) в интервале — ~  < ш <  +  ~  видом
2  2
d F я «s==Ю“ 7і2 2h
+
T h 2+ (R, +  R 2Y 
K2Sin - ü -
h2 +  R i2 +  R a 2 1 F ( v V  г  / *  
ьТТТБ— о“!2 I Ь( к ) - Е ( - ^  — к] +
/ 1 — K-COS
2Л/ЛР2 ß
ClFpl2=  IO-7I2 2R j
R h 2 +  (R 1 +  R2)2
cos2 ш d о>.
(15)
I E ( K ) - E f A - A ,  к +
+
к sin 2 ~
у Л  \ —  K2COS2-
Fl -J 4  ’ к ) +  К ( к )
(I)'
TC'
do).
После интегрирования выражений (15) суммарные силы, действующие 
ка проводник 1 в аксиальном и радиальном направлениях, запишутся 
выражениями
Fat2- IO-7 - і2
h
K2 sin
у  h2+ (R2+  R +
ß
l /
I 2 2 ß1 — K-COS- +
+  F
Л  E ( K ) - E f A - A i K
K ( k ) (<p +  sincp). (16)
R tF nl2=- IO M 2 —
P ‘ У h2+ ( R 2 +  R1)
R22— Ri2- h2 Y e ( k ) —Б / А -  -P Kl +
h2+ (R2- R i )2 I ' 2  4 '
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2 • ßK2 sin - +
+ - Р ± - Т ’ к ) +  К ( к )
2 I — k 2c o s 2|
При равенстве радиусов Ri =  R2^=R проводников получаем
T3
Fal2- I O - 7* і ^  Е(к) E ^ - - A ,  Kj +
К(к) (<р +  simp),
(17)
V h 2 +  4 R2
- , PK- Sin -A-
К(к) — I Е(к) E —  , к) +
7Г
у  1 -  K2COS2I - - р І У “ Т ’ к W i -
В случае криволинейного проводника с током его отдельные уча­
стки взаимодействуют между собой, создавая усилия, совпадающие с 
Fpj2. Это усиление может быть найдено при использовании предыдуще­
го выражения. Если два криволинейных проводника одинаковой фор­
мы и сечения совмещать до их полного совпадения, то расстояние меж.- 
ду проводниками h перейдет в величину gn, называемую средним геомет­
рическим расстоянием площади сечения проводника от самой себя [4]. 
Модуль эллиптических интегралов в этом случае определится как
К ц -  =
4R t2
4  R i 2 +  g i i 2 у
Суммарное радиальное усилие, действующее на криволинейный 
проводник 1 о т  самого себя
где
Cp n
R i
V W  g, г
= ( + - - 4 - .
F p n  =  IO " 7 12Cplb
К(ки ) — E(K11) - F
2 • 9Ku sin JL
, K u  ) +
I /
1 9 9 т1 — K11-COS- - 4
9 ( 1 8 )
Общее радиальное усилие, действующее на проводник 1, в ради­
альном направлении
Fpt — F р 12 Н~ F рц.
Геометрические коэффициенты саі2, Cpi2, срц являются величинами 
безразмерными.
36
Из выражений (14) и (18) следует, что при изменении масштаба 
геометрических размеров модели (рис. 1) геометрические коэффициенты 
остаются постоянными. Это означает, что в соответствии с законом гео­
метрического подобия выводы, сделанные по результатам эксперимен­
тов на модели лобовых частей, можно распространить на реальные гео­
метрически подобные лобовые, части обмоток электрических машин.
Следует отметить, что в случае симметрических криволинейных про­
водников аксиальный геометрический коэффициент не изменяется при 
замене воздействующего проводника, подвергающимся воздействию, и, 
наоборот, то есть
Саі2 — СЯ2Ь
Это можно обосновать тем, что усилия в аксиальном направлении, при­
ложенные к первому проводнику от воздействия второго, как и усилия, 
приложенные ко второму проводнику от воздействия первого, параллель­
ны друг другу. Изменение взаимоиндуктивности проводников при пере­
мещении любого из них по направлению вектора силы не должно зави­
сеть от того, который из проводников перемещается. Следовательно, 
электродинамические усилия, пропорциональные изменению взаимоин­
дуктивности, не зависят от того, воздействие какого из проводников на 
другой рассматривается.
Для системы проводников, соответствующей расположению лобо­
вой части концентрической однослойной распределенной обмотки 
(рис. 2), суммарный геометрический коэффициент для любого провод­
ника системы при взаимодействии его со всеми проводниками равен 
сумме частичных геометрических коэффициентов. Знак частичного ко­
эффициента определяется направлением токов в проводниках. Для про­
водников (рис. 2), при одинаковом направлении тока в них, суммарные
Р и с . 2. С х е м а  р а с п о л о ж е н и я  п р о в о д н и к о в  лоб о в о й  ч асти  
о д н о сл о й н о й  к о н ц е н тр и ч е с к о й  о б м о тк и
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аксиальны е геометрические коэффициенты для первого, второго и т. д. 
проводников определятся как
с аі =  с аі2 Саіз +  Cau +  c ai5 +  Саіс- 
ca2=  — Ca21 +  Ca23 +  ca24 +  Ca25 +  Ca26. 
с а з — — с азі “  с аз2 +  Ca34 +  Ca35 +  ca3G.
cao— Ca61 ca62— ca63 ca64 ca65.
Суммарные аксиальные силы, действующие на первый, второй и т. д. 
проводники при протекании по ним тока і
Fal =  IO“ 7 і2са1,
Fa2 =  IO"7 i2ca2,
^ao — 10 4 i-ca6.
Для оценки приемлемости изложенной методики расчета электродина­
мических усилий между криволинейными частями проводников лобовой 
части однослойной концентрической обмотки без учета окружающих 
поверхностей были проведены расчеты аксиальных усилий, которые 
проверены экспериментально на модели с помощью тензодатчнков [1]. 
Усилия определялись для участка ф =  57° каждого проводника. Радиусы 
криволинейных частей для проводников модели R =  24 см. Расстояние 
между осями соседних проводников h =  1,7 см. FIa рис. 3 приведено рас­
пределение аксиальных усилий вдоль лобовой части модели при токе 
4 ка. Там же для сравнения даны результаты экспериментального ис-
F a (K T )- 
10 -
г  -  
€  -
4  -  
2  -
о - 
- 2  -  
Ч  -  
-6  -  
-S  -
- 10-  
-11 -
Р и с . 3 . Р а с п р е д е л е н и е  а к с и а л ь н ы х  у с и л и й  в д о л ь  лобовой  
ч а ст и  о д н о сл о й н о й  об м отк и .
-------------------- р а с ч е т н а я  к р и в а я .
—  —  —  э к с п е р и м е н т а л ь н а я  к р и в а я
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следования на модели, параметры  которой использовались в расчете. 
Удовлетворительное совпадение результатов расчета и эксперимента 
подтверж дает  возмож ность применения рассмотренного метода для  р а с ­
чета электродинамических усилий в лобовых частях обмоток электри­
ческих машин.
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